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Quantum physical state space in continua

As previously shown, quantum physics for single pairs of creation and annihilation processes
may be derived from first principles. Quantum physics at all can be therefore considered as an
interplay of such elementary processes. This is easily possible if the number of pairs of processes
is finite. Difficulties arise only for infinite numbers.

The difficulties are similar to those occurring in the derivation of the equation for an
oscillating string from that for an oscillator chain. It is true that the spectra of both systems are
not continuously connected. However, a weaker theorem is more important: The chain eigen-
value of each order converges to the string one of the same order for an infinitely growing
number of oscillators of a certain kind. Therefore both systems are continuously connected in the
sense of semiconvergency.

Exhausting the space continuum with a sequence of lattices equably becomming infinitely
large and fine, the infinitely dimensional Hilbertspace is steadily connected with the finitely
dimensional one in the sense of semiconvergency. It will be shown that the Hilbert spaces in the
sequence of lattices yield the suitable tool for quantum physics as an interplay in the mentioned
sense. This kind of Hilbert space, the so-called rational one, must be preferred in physics rather
than the real one introduced by Hilbert, since all theories in physics are based on a finite number
of data.

In particular, we formulate Dirac’s equation in the rational Hilbert space. It is shown that,
even in quantum physics, a theorem of classical physics remains true, according to which
relativity results from certain principles formulating most obvious experiences. We obtain the
Lorentz invariant Dirac equation mainly from a modification of Newtons definition II according
to which p= Huv/c? (instead of p=m v).

1. Zur Begriindung der Themafrage denen man nur begrenzte Wellenpakete zula3t. Nur
solche Rechnungen kdnnen beanspruchen, als streng
im Sinne der Theorie des manifest unendlich di-
mensionalen Hilbert-Raumes betrachtet zu werden.
Doch sind Begriffe wie Massen, Wirkungsquer-

schnitte u.dgl. nur relativ zu ebenen Wellen defi-

Endlich dimensionale Zustandsriume der Quan-
tenphysik sind zugleich endlich dimensionale
Hilbert-Riaume [1]. Bei Bewegungen im Raumkon-
tinuum hat man es mit unendlich dimensionalen
Zustandsriumen zu tun. Es liegt nahe anzunehmen,

in diesem Falle sei der Zustandsraum mit dem
manifest unendlich dimensionalen Hilbert-Raum
Aquivalent. Diese Aquivalenz scheint bisher nie-
mand bezweifelt zu haben. Es gibt sogar Argu-
mente, die die Aquivalenz zu beweisen scheinen.

In der Hilbert-Raumtheorie werden ebene Wellen
als Zustandsvektoren ausgeschlossen, weil die
Normquadrate divergieren. In der Physik sagt man,
dies entspreche dem Umstand, daB man den ganzen
Raum erfiillende ebene Wellen schon aus energe-
tischen Griinden experimentell nicht herstellen
konne. Darum sei es nur angemessen, ebene Wellen
auler Betracht zu lassen. Dem entsprechen z. B.
Berechnungen von Wirkungsquerschnitten [2], bei
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niert. Der Experimentalphysiker muff im allge-
meinen streng darauf achten, da3 die unvermeid-
lichen Grenzen der Wellenpakete die Messungen
nicht storen. Auch in den Rechnungen, in denen
man ebenen Wellen aus dem Wege geht, 1i3t man
darum am Ende die Grenzen der Wellenpakete ins
Unendliche abwandern. Danach gehoren die ebenen
Wellen zum Zustandsraum im Sinne des Newton-
schen Begriffs der Ausweitung empirisch bestimm-
ter Voraussetzungen durch Induktion zu logisch
tragfahigen Axiomen. Die Ausklammerung ebener
Wellen im manifest unendlich dimensionalen
Hilbert-Raum ist also physikalisch nicht gerecht-
fertigt. Die Art, wie man im Rahmen dieser Theorie
am Ende zu Wirkungsquerschnitten gelangt, a6t
erkennen, daB man nicht von manifest unendlich
dimensionalen Hilbert-Rdumen auszugehen braucht,
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sondern von endlich dimensionalen ausgehen kann,
deren Dimension liber alle Grenzen wéchst.

Hat man es mit Dirac-Funktionen zu tun, also
mit vier Paaren von Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren je Punkt, so ist der Zustandsraum end-
lich dimensional, wenn es nur endlich viele Punkte
im Raum gibt. Bei Z Punkten hat man 4 Z Paare
von Fermionenoperatoren mit je zwei Quantenzu-
stinden. so daB die Dimensionszahl gleich 247 ist.
Wihlt man speziell ein einfach kubisches Gitter mit
Z Punkten, so kann man das unendlich ausgedehnte
Raumkontinuum beliebig gut erfassen, wenn man
das Gitter in gleichem MaBe zugleich beliebig
ausgedehnt und beliebig fein werden 1d3t. Man hat
also den unendlich dimensionalen Zustandsraum im
Blick, aber stets nur den endlich dimensionalen im
Griff. Wir sprechen darum von einem unendlich
dimensional werdenden Zustandsraum und notigen-
falls in entsprechendem Sinne von unendlich grof3
oder unendlich klein werdenden Zahlen und sogar
kurz von unendlich groBen und unendlich kleinen
Zahlen, die aber stets als werdende zu verstehen
sind.

Damit kommen wir zu einem zweiten Punkte, der
die Uberlegenheit des zum Kontinuum strebenden
Gitters deutlich macht. Im endlich dimensionalen
Zustandsraum ist die Anzahl der Eigenwerte gleich
der Anzahl der Freiheitsgrade. Die Abstinde
einiger Eigenwerte von dem Eigenwert des Grund-
zustands, d.h. einige Anregungsenergien konnen
unendlich werden. In der Theorie des manifest
unendlich dimensionalen Hilbert-Raumes verwirft
man Operatoren mit solchen Eigenwerten, obwohl
sie bei elementaren physikalischen Operatoren die
Regel sind. Man muf3 also den Operatoren Zwang
antun, um Spektren endlicher Energie zu erhalten.
Im Zustandsraum mit unendlich werdender Dimen-
sionszahl sind Eigenldsungen mit unendlich werden-
den Anregungsenergien mathematisch maoglich,
physikalisch aber ebenso unerreichbar wie ebene
Wellen. Sie scheiden also ohne besondere Annah-
men aus. Nimmt man die Moglichkeit ihrer Exi-
stenz ernst, so konnen Teilchen Platz haben, die nur
in Verbindungen auftreten und als isolierte wie z. B.
die Quarks unbeobachtbar sind. Man braucht also
weder besondere Hypothesen wie die sogenannten
Bags. um solche Teilchen einzufiihren, noch Eli-
minationen unendlicher Anregungsenergien.

Es gibt bereits ein klassisch physikalisches Bei-
spiel. das in die gleiche Richtung weist. Physiker
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erlautern die Eigenschaften von Wellen am Beispiel
von Oszillatorketten. Mathematiker haben bewiesen,
daB es keinen Grenziibergang von Oszillatorketten
zu schwingenden Saiten gibt. Sie sagen, Oszillator-
betrachtungen seien streng genommen falsch. Ihre
Beweise sind nicht anfechtbar. Dennoch fithrt das
Verfahren der Physiker keineswegs unstreng zu
tieferer Einsicht.

Seien ne (0,1,2,...,Q2) die Orte von Q + 1
dquidistanten Oszillatoren und x, ithre Amplituden,
so lauten die Bewegungsgleichungen bei elastischer

Kopplung zwischen Nachbarn
mXp=f(xXp41—2x,+ X,y—1), m, = const.

Bei festgehaltenen Enden lauten die Eigenlosungen

nmn

x{" =sin expi+ioytl, me(0,1,2,..., Q),

und die Frequenzen

O, = 2

liegen auf dem Sinusbogen @ =sin ¢ von ¢ =0 bis
p=mn/2. Die einzelnen Werte ergeben sich bei
Unterteilung des festen Intervalls in Q Teile.

Wenn m < Q ist, wichst die Frequenz propor-
tional zu m. Fir groBere Werte bleibt sie zuriick.
Kleine relative Absenkungen sind von der Grof3e

nm omm
—sin
20 2Q e (m)?
= —|—
onmm 24 \Q
sin
20

Liegt m nahe bei }/Q. so ist ¢ von der GroBen-
ordnung 7°/24Q. Danach kann die Absenkung
selbst fir unendlich werdende m unmerklich klein
werden, wenn nur Q rascher Uber alle Grenzen
wichst als m. Zwar gilt das Geht-nicht-Theorem der
Mathematiker auch hier, weil der Sinusbogen nie-
mals mit seiner Anfangstangente identisch ist. Doch
kann man bei noch so hohem Oberton der schwin-
genden Saite Q stets so gro3 wihlen, da3 der ent-
sprechende Oberton der Oszillatorkette mit beliebig
vorgegebener Genauigkeit auf der Anfangstangente
liegt. In diesem physikalisch allein relevanten Sinne
gibt es Konvergenz. Mit herkommlichen mathe-
matischen Begriffen kann man von Semikonvergenz
sprechen. Semikonvergenz festzustellen ist mehr, als
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Nichtkonvergenz zu beweisen. Auf dieses Mehr
kann es ankommen.

Im Falle von Semikonvergenz hat dieser Begriff
den Vorrang vor dem der Konvergenz. An die
Stelle des Kontinuums herkommlicher Definition
tritt eine Folge von Gittern, die zugleich beliebig
fein und ausgedehnt werden. Mit solchen Gittern
kann man zwar das Kontinuum nicht darstellen,
aber vollstindig ausschopfen. Die Methode der
Ausschopfung konnte auch im engeren Bereich der
Mathematik Bedeutung gewinnen. Jedenfalls ist das
Kontinuum, welches wir mit Computern unendlich
werdender Kapazitit erfassen., von vergleichbarer
Art.

Es wird sich iibrigens zeigen, da3 mit Folgen von
Gittern auch unendlich groB bzw. klein werdende
Zahlen wie die Gitterausdehnung und die Gitter-
konstante erfat werden, so daB sich selbst Begriffe
der Non-Standard-Analysis [4] einordnen. Doch
wird diese als etwas jenseits der herkommlichen
Analysis Stehendes entbehrlich, weil wir sogar vor
der Tir der Standard-Analysis anhalten. Zwar
haben wir unendlich grof3e bzw. kleine Zahlen oder
unendliche Folgen im Blick, aber stets nur endliche
im Griff. Das reicht bereits fiir Standard- und Non-
standardrechnungen.

2. Folge von Gittern dquidistanter rationaler Zahlen

Seien Q eine hinreichend grofe, als unendlich
werdend gedachte natiirliche und / eine ganze Zahl
in einem gegebenen Intervall, so bilden die ratio-
nalen Zahlen

E=h/Q!, —QP=h=+Q?, (1)

ein endliches Punktgitter mit 2Q!*>+ 1 Gitterpunk-
ten und mit der Gitterkonstanten ¢= 1/Q!, und Q
ist die Nummer des Elementes in einer Folge von
Gittern obiger Art, die den weiteren Rechnungen zu-
grundeliegt. Jede rationale Zahl m/n (m beliebig,
n positiv ganzzahlig) kommt von einem bestimmten
Q an in jedem der Gitter vor, ndmlich stets dann,
wenn Q=n und |m <nQ!? ist. Denn dann
ist h = (m/n) Q! ganzzahligund m/n = Q.

Schon miBig groRe Werte von Q diirften eine fiir alle
physikalischen Zwecke ausreichende Feinheit und Grof3e
des Gitter geben. Denn die kleinste durch physikalische
Konstanten definierte Liange ist die Gravitationsldnge des
Elektrons 4nGm/c?> (G = Newtonsche Gravitationskon-
stante, m = Elektronenmasse, ¢ = Vakuum-Lichtgeschwin-

digkeit). Thre GroBenordnung ist 1076 m. Die groBte
Lange ergibt sich aus der Materiedichte im Weltall

0x 1075kg/m?.  Sie ist gemiB }c¥/4rnGovon der
GroBenordnung 10 m. Danach sollte Q!° = 10%6/10-%
= 10% sein, was bereits fiir Q =30 erfiillt ist. Der Wert
Q=150 reicht bequem aus, um Kugelsymmetrie und
Lorentzinvarianz mit tiberwiltigender Genauigkeit sicher-
zustellen, s.u. § 5. Denn dann gibt es innerhalb der Gravi-
tationsldnge mehr als 10 Punkte.

Jede fiir rationale Argumente ¢ definierte Funk-
tion /(<) 1aBt sich in der Folge der Gitter darstellen.
Man kann also von Funktionen sprechen, die fir
alle rationalen Zahlen definiert sind, und auch von
der Stetigkeit solcher Funktionen im Korper der
rationalen Zahlen Q. Zu jeder Zahl f € Q gibt es
bei Stetigkeit von f(&) stets eine Zahl o € Q, derart
daB

i £
C— 6

S —f(E) <p fir <ua (2)
ist.
Zur Vergleichung mit der Analysis kann man den
Definitionsbereich von f(&) mittels
S =1lim f(,) fur &= lim ¢, (3)
n— oo Uu—cc
ausdehnen und damit eine Verbindung zwischen
Gittersummen und Integralen herstellen. Integrier-

barkeit vorausgesetzt ist

b b 1
2 f©O=8]f(Ode, =3 1. )
i=a a ¢=0

Darin ist 0 die Dichte der Gitterpunkte. Gleichheit
besteht im Limes Q — o, und bei hinreichend
groBem Q kann man von Fastgleichheit sprechen.
Gleichung (4) ist praktisch mit der Eulerschen
Summenrelation dquivalent, weil man die Kor-
rekturglieder bei wachsender Feinheit des Gitters
weglassen kann.

Wir kehren von der Vergleichung mit der Ana-
lysis zum Gitterraum zuriick, halten aber an (4) als
Definition von Integralen im Gitterraum fest.
Sofern Stetigkeit vorliegt, ist das Integral ein Sym-
bol fiir die Folge der Werte der Gittersummen.
Doch bleibt die Definition auch sinnvoll, und die
algebraischen Regeln der Integralrechnung gelten
unverdndert, auch wenn

L
= 2 /)

0 E=a

nicht mehr konvergiert und einen Ausdruck liefert,
der mit Q Uber alle Grenzen wichst. Beispielsweise

liefert die an ebene Wellen erinnernde Funktion

f@)=e
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als Normquadrat

oo e i 1 Qr—1 S
1 /O (&) dée - S f&)
¢=—qr
] 2t 2012
"5 %"
und
Q-1

o= 1=0!
0
Somit lautet die normierte ebene Welle
£\ 1 iké
?(<) —mé’ : (5)

und braucht nicht mehr als Zustandsvektor verwor-
fen zu werden [3].

Auch auf unstetige Funktionen kann man Defini-
tion (4) anwenden. Ein extremes Beispiel liefert das
Kronecker-Symbol

D LI L L
o fir ¢+
Seien
O0(E—E)=00¢¢ (6)

und /(<) eine stetige Funktion, so folgt aus (4)
[ Srp E7 L T g 1 S N o EF
ﬁoﬁ—g)f@)dg=7;20‘%ffc).

also

[0(E=ENf(E)de =1(9). (7
Danach ist (6) die o-Funktion im Gitteraum.
Rechts- bzw. Linksableitungen im Gitterraum
definieren wir durch
=./'(§+€)“f(§) 1

E=—, (8)

fi(©) . : a1

ren JE)—fE—¢ - e
=P 2D =0 0)
woraus als mittlere Ableitung

f(&+e)—f(E—¢)

2¢

(&) = (10)

hervorgeht. Danach sind z B. é-Funktionen diffe-
renzierbar. Beispielsweise ist

fane—enfeEnae

1
=— Berez —022)f(E),

oe =

woraus die bekannte Gleichung
fore—¢nrfeEnde

| . s
=;(f(;+6) =f(&)=fi(&) (1)
folgt. Auch Ableitungen konnen unendlich werdend
sein. Beispielsweise folgt aus

(12)

Wir begniigen uns hier damit, an Beispielen
gezeigt zu haben, dall die Regeln der Differential-
und Integralrechnung anwendbar bleiben, und dafB
sie sogar ohne die iiblichen Einschriankungen fast
unbegrenzt gelten. Ansdtze zu tieferen Beweisen
findet man bei Schmieden und Laugwitz [4] tiberall
dort, wo die Autoren ihrem konstruktivistischen
Ausgangspunkt treu bleiben und keine Anlehnung
an die Non-Standardanalysis von Robinson [5]
suchen. Eine vollstindige Fundierung der Analysis
in Gitterrdumen wire wiinschenswert, kann aber
nicht Gegenstand dieser Arbeit sein [6].

3. Gitter in Raum und Impulsraum

Das geometrische Mittel aus dem Weltradius
von etwa 10**m und dem Gravitationsradius des
Elektrons von etwa 107 m (s. Ziff. 2) ist nach Weyl
und Eddington gemaf

/=10""m (13)

von nuklearer Grofle. Darum ist es zweckmafBig,
eine Linge von etwa dieser Grofle als Basis zu
withlen, und Ortsvektoren in der Form

r=1[¢, cie(l), (14)

&=1(&1,6,83),

zu schreiben, wonach /¢=1//Q! die Gravitations-
linge und /Q! gleich der halben Kubuskante ist, die
etwa mit dem Weltradius iibereinstimmt [7].

In jedem Punkte gebe es f Paare von Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren

wiry . w,(r. xe(1.2.....0). (15)

Die Vertauschungsrelationen fiir Fermionen lauten
¥ oo S
W (r). W/f(r )| = 058 Or.¥

(o (). wp(r)) = i), wh(r) =0. (16)



F. Bopp - Quantenphysikalischer Zustandsraum im Kontinuum 209

FaBt man die Komponenten y,(r) zu einer ein-
spaltigen Matrix zusammen und die Komponenten
wi(r) zu einer einzeiligen, so lautet der Operator
flir die Fermionenzahl

N=> vy (nwmr=6fy'(rnwrdr, dr=dr,

letzteres nach (4).

Bezieht man die Operatoren nicht auf Fermionen,
sondern wie im Kontinuum iiblich auf Fermionen-
dichten, ersetzt man also

| 1
w(r) =75 v, v - 5 v'(r. (16)

worin 0 nunmehr die Dichte pro Volumeneinheit
ist, so geht der Operator flir die Fermionenzahl in

N=[vy (rwrde (17)

iiber, und die Vertauschungsrelationen lauten
(W (r), wh(r')} = d,50(r—r'),

(o (1), i (F)} = (Wl (), wh(r)} =0, (18)

worin é(r— r’) analog zu (6) gleich der é-Funktion
ist, nun bezogen auf das Raumgitter und auf die
Volumeneinheit. Man rechnet leicht wie oben nach,
daB

fo(r=r)fryde =f(r).
[Vo(r—n-f(r)de = Vf(r)

ist usw.

Zum Impulsraum gelangen wir bei der Betrach-
tung von Funktionen f(r) im Gitter. Zunichst be-
ziehen wir uns auf eine Dimension und damit auf
Funktionen f(x) (x =x;=/¢&,) und lassen fiir x
voriibergehend auch reelle Zahlen zu, aber nur
solche im Intervall (—=/Q!=x =+/Q!). Da nichts
iiber das Verhalten der Funktion auBerhalb des
Intervalls gesagt wird, ist die Fourier-Darstellung
der Funktionen vieldeutig, solange man keine
Randbedingungen einfithrt. Will man um der
Definition von Impulse willen ebene Wellen als
Basisfunktionen bewahren, so mu3 man die Rand-
bedingung

fHIQ)=f(—1Q")

fordern. Damit wird das Geschehen am einen Rand
mit dem am andern identifiziert, als hitte man
einen Ring. Die Funktion f(x) kann also nur in
2Q!? Punkten willkiirlich gewihlt werden. Das ist

bereits in den Summationsgrenzen bei der Berech-
nung von (5) unausgesprochen beriicksichtigt worden.
Anwendung auf ebene Wellen ergibt e™?/?'=
e~ ?'? Darum folgt fiir ganzzahlige m., so daB

2plQ!'=2nmmist, also
T om

ZTa m =Q 2.

p (19)

Dadurch ist das Impulsgitter definiert. Es gibt
wiederum 2 Q!? Gitterpunkte. Denn

iy = eimrm/Q!"

liefert fiir m = + Q!? die gleiche Funktion, nimlich
(=1)"

Klarerweise ist

ar-1
Z ei/}'.\' — Z einmu/()!” — 2Q|2 5m.0 )
X

—Qnr

Die linke Seite ist nach Definiton gleich o | e*dx
mit 6 = Q!//. Somit erhdlt man

. 21Q!
[eP¥dx=21Q! 5’"’0:7 3 3p0
210! 5(5)

Darin ist das Kronecker-Symbol  6,,0= 0,0,
0= (l/m)Q! die Punktdichte im Impulsraum und
(5(p)=50‘,,.0 die 6-Funktion im Impulsraum. Man
gelangt so gemdfl der obigen Definitionen in
Strenge zur Fourier-Darstellung der é-Funktion

- 1 -
d(p)=—[eP*dx.
2n
Entsprechend erhédlt man im Dreidimensionalen die

o-Funktionen im Orts- und Impulsraum (dz’ = d*p,
dr=d’r)

N l ipr ’
O(V)ZW‘[E’IP dz”,

1 .
S - —ip-r
op)=g—lerrdr, (20)

woraus (merklich einfacher als herkdmmlich) das
Fouriersche Integraltheorem hervorgeht. Darin
zeigt sich vielleicht eine Uberlegenheit der Aus-
schopfung des Kontinuums mit einer Folge von
Gittern.
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Mittels Fourier-Transformationen kann man zu
Operatoren im Impulsraum tbergehen

1 [ +ip-r
w(r) = 78 fw(p)et?rde,

1 .
= 787 j q/(r) e 'Prdr s

1 t —ip-r ’
=Vg—~ngjl//(me Prde,

w(p)
v (r)

1 +ip-r
Wf(P)=*V87fW+(r)e Prde, 21)
Sie geniigen ebenfalls den Vertauschungsrelationen
fir Fermionen in (18) natirlich mit p an Stelle
von r. Speziell erhédlt man

s
W (p) Wl (o)) = —— [ lwa (). wj(ry))

81

<o~ ipirn=pir) d.[]:

= ‘;_:Z/jT e PP rdr=35,,0(p1—p2) -

Wir diirfen also in Folgen von Gittern im Orts-
und Impulsraum mit dem Fourierschen Integral-
theorem rechnen. Die Anzahl der Gitterpunkte und
damit die Anzahl der Quantenzustinde, sowie die
Dimensionen der Zustandsrdume sind im Orts- und
Impulsraum gleich groB3. Das sollte in einer Quanten-
physik selbstverstindlich sein. die als Zusammen-
spiel von Erzeugungs- und Vernichtungsprozessen
verstanden wird. ist aber im reell unendlich dimen-
sionalen Hilbert-Raum nicht gegeben. Beispiels-
weise bilden die Oszillatoren auf einem kontinuier-
lich gedachten, schwingenden Kreis ein nicht ab-
zahlbares Kontinuum, wihrend das Spektrum
diskret, also abzidhlbar ist. Das ist einer der zentralen
Punkte. warum wir glauben, der reell unendlich
dimensionale Hilbert-Raum sei der Quantenphysik
nicht angemessen.

Es geht keineswegs darum, die Beweise der
Hilbert-Raumtheorie in Frage zu stellen. Nur
meinen wir, ihre Voraussetzungen seien mindestens
in der Quantenphysik nicht haltbar. Die Methode,
das Kontinuum mit Gitterfolgen in den Griff zu
kriegen, konnte iiber die Quantenphysik hinaus
Bedeutung haben. Denn man sollte mit ihr alle
Rechnungen erfassen. die mit Computern unendlich
werdender Kapazitit durchfithrbar sind.

Solche Zweifel haben einen tieferen Grund. Im
Zeitalter des Axiomatismus besteht eine Neigung,
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sich allzuleicht mit allgemein als ..schon* aner-
kannten Axiomen zufrieden zu geben, ohne den
kritischen Mafstab Newtons anzulegen, Axiome
miBten durch Induktion aus Erfahrungssitzen her-
vorgehen [8]. jenen MaBstiben also. mit denen man
die scholastische Uberbewertung der Logik iiber-
wunden hat. Eine sidkularisierte Scholastik wire
nicht besser als eine theologisch geprigte.

4. Die Dirac-Gleichung fiir Elementarprozesse

Quantenphysikalische Bewegungen kommen da-
durch zustande, daB ein Fermion in einem Punkt
vergeht, und daB zur Kompensation ein anderes in
einem infinitesimal benachbarten Punkt entsteht.
Bewegungen beschreibende Operatoren sind also
Bilinearformen in  und . Hiernach ist

H=[dey'(n7(r,—iV) y(r) (22)

die allgemeinste Form eines Bewegungen beschrei-
benden Hamilton-Operators im Schrodinger-Bild
(Einheiten £, ¢). Er ergibt sich hier nicht durch
Quantisierung, sondern aus obiger Definition
quantenphysikalischer Bewegungen.

Da der Hamilton-Operator H mit dem Opera-
tor N der Fermionenzahl vertauschbar ist, zerfallt
der Zustandsraum in Teilriume mit konstanter

Fermionenzahl. Man kann also speziell nach
1-Fermionenldsungen
®)=[dry'(ne(r. 0) (23)

suchen, worin ¢ eine einspaltige Matrix mit / Kom-
ponenten und 0) der durch N 0)=0 definierte
Vakuumzustand

wa(r) 0)=0, <0 yl(r)=0.

ist. Daraus erhdlt man als Wellengleichung fiir ein
Fermion

00=1 (24)

id(r,ty=x'(r.,—iV)d(r.1). (25)

In geometrisch optischer Ndherung gelangt man mittels
d(r.t)y=u(r1)esSnn
0,9%i0,SP, 0,0,Px—0,504,SP usw.

zu der Gleichung fiir die vierkomponentige Matrix u
©,S+#(r. VS u=0.

Die Gleichung hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn
det (0,S+.#(r.VS))=0

ist. Das ist eine Hamilton-Jacobische Differentialglei-
chung. aus der man die Hamilton-Funktion ableiten kann.
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Die obige Gleichung fiir u beschreibt, wie sich die Orien-
tierung u ldngs der Teilchenbahnen dndert. Man denke
z.B. an die Drehung des Polarisationsvektors ldngs
Strahlen in einem optisch aktiven Medium.

Gleichungen vom Typus (25) beschreiben auch
Bewegungen in dulleren Potentialfeldern. Sie liefern
dann eine pauschale Beschreibung von Umweltein-
flissen, die in Wirklichkeit auf Erzeugungs- und
Vernichtungsprozessen in Nachbarpunkten beruhen.
Andere, etwa im Raum verankerte Umwelteinfliisse
soll es nicht geben. Darum darf > fiir isolierte
I-Fermionensysteme weder von r, noch von ¢ ab-
hdngen. Somit ist

#=x(—iV), 0x/0or=0, 0#/0t=0. (26)

Relativ zu abgeschlossenen [-Fermionensystemen
sind also Raum und Zeit homogen.

Das wird hier nicht a priori vorausgesetzt, son-
dern aus der Annahme abgeleitet, dafl es u.U.
moglich sei, von Umwelteinflilssen abzusehen.
Schon auf dieser Stufe ist es die Physik, welche ihre
Geometrie bestimmt. Klarerweise wird diese Sym-
metrie durch Umwelteinfliisse gestort werden,
jedoch so, daB3 jedes abgeschlossene Teilsystem die
volle Symmetrie bewahrt. Das zu erreichen, wird
die Aufgabe der Eichfeld-Theorien sein und gehort
darum nicht zum gegenwirtigen Thema.

Die Homogenitdt der Zeit hat zur Folge, da H
ein Integral der Bewegung ist und als solches die
Energie liefert. Die Homogenitat des Raumes flhrt
zum Impulsintegral

P=(aty'(s)Zy(r), #2=—iV. (27)

In der Tat ist

o

H.P|= t
[H.PI=]dry' () —
Wenn man weil3, daB die Theorie Lorentz-in-
variant sein muf}, kann man daraus den Operator #°
der Diracschen Theorie wie iiblich ableiten. Doch
das wire ein Riickschritt gegeniiber der klassisch
physikalischen Mechanik, in der allein die Er-
setzung der Newtonschen Definition II, ndmlich
P=mv,durch P= Hv zur speziellen Relativitits-

w(r)=0.

. dr OH . 5
theorie fiihrt. Denn aus — = —— mit H = H (P) fiir
dr OP

o0H
freie Materiepunkte folgt P = Ha—P, also die Basis-

gleichung H> — P?>= m?*= const der speziellen Rela-
tivitatstheorie, von der aus man die ganze relati-
vistische Mechanik entwickeln kann [9].

Das gilt auch in der Quantenmechanik, wenn
man vom Schwerpunktssatz

r—vit=const

ausgeht und r und ¢ als zwei noch unbekannte
Operatoren betrachtet. Fiihrt man mit Plusklam-
mern (A, B} = AB + BA die Gro3en

S =i,

, b (28)

ein, so kann man die zweite gemidf3 der Modifika-
tion von Newtons Definition II mit dem Impuls
identifizieren. Danach ist

# =.) —#1=const. (29)
Daraus folgt

dx o°ox

d—r_=§+ i[#, %], also i[#,.4]1=2. (30)
In Verbindung mit den Heisenbergschen Vertau-
schungsrelationen [#;, x] = — i d; erhidlt man

[Zi A =—i5# 0 - 31)

Beide Kommutatorgleichungen liefern infinitesi-
male, von ./ erzeugte Transformationen, durch die

# und # so ineinander transformiert werden, daf3

der Kommutator
(2.7 =71=0

ist. Danach bleibt #? — #? invariant. ./ liefert also
Lorentz-Transformationen und zwar die eigent-
lichen, die sogenannten ,,Boosts”. AuBerdem ist
#?—#% mit #, 7 und auch mit.# vertauschbar, wie
aus der Definition

My =iV, 4] oder

M =N, N3, N 19} =i x N (32)
hervorgeht. Danach ist m in
=P =m? (33)

ein Integral der Bewegung, die Masse des Systems.
Sie ist bei den zehn durch 2, #, .+ und .#
definierten Transformationen invariant. Diese
bilden, wie sich zeigen wird, die zehnparametrige
Poincare-Gruppe, in élterer Literatur auch inhomo-
gene Lorentz-Gruppe genannt.

Nimmt man an, daf} es im Gitter nur Wechsel-
wirkungen zwischen nidchsten Nachbarn gibt, so
folgt aus der Definition von Ableitungen im Gitter,

daB
H=—ia-V+mf
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sein muf3 [10]. Darin sind 2 und /g konstante und
dimensionslose Matrizen, und m erweist sich als
identisch mit der Massenkonstante in (33). Sub-
stitution in diese Gleichung ergibt nun genau so wie
bei Dirac

— o0 0;0f — im(u;f+ fo)0;+ m+ 0,0,= le.

also

oo+ ot =20u, ouf+pBoi=0 (34)

Seien ¢" die 2x2-Pauli-Matrizen, o0=g"x I,

g=1xg" s0ist

a=pg, f=0s (35)
eine mogliche Losung von (34). Sie liefert

H=—igg'V+mo; (36)
und die Dirac-Gleichung

ib(r.t)y=(—ioig-V=moy) ®(r1). (37)

Die Matrizen in (34) lassen sich durch beliebig
unitdr transformierte ersetzen, ohne dafl sich die
Definitionsgleichungen (35) &andern. Sie fithren
zwar zu verschiedenen, aber zu physikalisch dqui-
valenten Dirac-Gleichungen. Umgekehrt gibt es
keine den Gleichungen in (34) geniigenden
Matrizen, die nicht mit den speziellen in (35) durch
unitdre Transformationen verbunden wiren. AufBer
der Einheit gibt es namlich keine Matrizen, die mit
allen 0;o und o3 vertauschbar wiren. Danach sind
alle mit (34) vertraglichen Matrizen unitdr dqui-
valent, so dafl die Klasse der dquivalenten Dirac-
Gleichungen U4-symmetrisch ist. Das fiihrt zu einer
auf die Gruppe U4 sich griindenden Eichfeld-Theo-
rie, welche in der Physik der Elementarteilchen Be-
deutung haben konnte [11]. Die in den frithen Dreifi-
gerjahren noch lebhaft diskutierte Frage, warum die
Symmetrie der Dirac-Matrizen hoher ist als die der
Dirac-Gleichung. scheint hiermit eine Antwort zu
finden.

Es gibt auch hoéher dimensionale Darstellungen der
Matrizen in (34). Seien z B. ngpx Ixl,o=1x ng 1.
7=1x1x¢"s0sind -

r=pg.f=01 und 2=g130.f=1,
mogliche Losungen. Sie sind aber nicht mehr unitir dqui-
valent. Beispielsweise ist 7; mit dem ersten Matrixsatz
vertauschbar, mit dem zweiten aber nicht. Man liebdugelt
heute mit solchen hoher dimensionalen Dirac-Gleichun-
gen, ohne genau sagen zu konnen, was die Existenz nicht-
dquivalenter physikalisch bedeutet. Zwar konnte man wie

in ) .
#'=—igg V+(myo3+m-10,)

ein Spektrum von baren Massen einschleuffen. Doch
brauchte man dann physikalisch begriindete Prinzipien
(und nicht etwa Annahmen ad hoc), welche den Massen-
operator liefern.

Einstweilen scheint es angemessen, die Mdglich-
keiten der Unitdardquivalenz der Dirac-Matrizen
auszuschopfen, bevor man zu f > 4 iibergeht.

Aus (36) folgt im Einklang mit (28), daf3

S =% {—ioig-V+mos.r| (38)
ist. Nach (32) folgt daraus
#=—irxV+y0. (39)

Denn aus
(X + X, 0) (X + X1 )

entfallen bei Kommutatorbildung die in / & symmetrischen
Glieder. Die iibrigen ergeben zunichst

HX X+ X, HH Xy + X KX H,
woraus

2x; [, x| = [, x)[ 7, xi ) + 2x; [, x) 7
hervorgeht. Wegen

(7. x )=—i00r, #[H x )+ [# x)#=—20,
ergibt sich —4x,0, — it;, woraus (39) hervorgeht.

Man rechnet leicht nach, daB3.# und # vertausch-
bar sind. Daraus folgt einerseits die Isotropie des
Raumes. Andererseits ist .# das zu dieser Sym-
metrie gehorige Integral der Bewegung, der Dreh-
impuls. Dagegen sind die Boosts nach (30) keine
Integrale der Bewegung. Die zu den eigentlichen
Lorentz-Transformationen gehorigen Integrale sind
vielmehr die explizit zeitabhdngigen Grofen .# in
(29). Sie stimmen nur zur Zeit =0 mit./ iberein
und hingen danach mit der Anfangslage des Sy-
stems zusammen.

Man kann leicht nachpriifen, dafl die Operatoren
#. /.. ) und .z eine Lie-Algebra bilden und zwar
die der Poincaré-Gruppe. weil #%— #? invariant ist.
Von hier aus gelangt man zur speziellen Relativi-
tatstheorie und zur Minkowskischen Raum-Zeit-
geometrie. Die relativistische Invarianz ist durch
die Lie-Algebra sichergestellt.

Man konnte im Heisenberg-Bild leicht zu mani-
fest kovarianten Operatoren ibergehen. Doch
ziehen wir das Schrodinger-Bild vor. In diesem
Falle kann man namlich dynamische und kinemati-
sche Probleme trennen. Sei @) eine Eigenldsung
zum Gesamtimpuls P = 0, so kann man rein kine-
matisch mittels eines Boosts zur entsprechenden
Losung mit dem Gesamtimpuls P=0 {iibergehen
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und umgekehrt. Fiir dynamische Fragen geniigt es
also, den Unterraum der Zustinde mit dem Ge-
samtimpuls P=0 zu betrachten. In diesem Unter-
raum herrscht die Kleingruppe (little group) von
Wigner [12]. Da der Schrodinger-Operator relativ
zur Kleingruppe invariant ist, beherrscht man mit
ithm die Dynamik vollstindig. Dabei stellt die
Existenz der Lie-Algebra die relativistische Ko-
varianz sicher, vorausgesetzt da3 man nur zu P= 0
gehorige Losungen betrachtet.

Diese Bedingung ist in der Frithzeit der Quanten-
feldtheorie nicht immer eingehalten worden, was zu
Kovarianzfehlern gefithrt hat. Der SchluB8, man
misse darum alle Rechnungen manifest kovariant
fithren, ist jedoch zu rigid. Es geniigt, im Unterraum
zu bleiben.

Quantenphysikalisch sind Maximalbeobachtun-
gen von Interesse. Sie werden durch vollstindige
Sitze miteinander vertauschbarer Operatoren defi-
niert. Solche GroBen sind darum gemeinsam beob-
achtbar. In Hinblick auf die Bedeutung der Energie
sind Maximalbeobachtungen, die 2 enthalten, von
besonderem Interesse. Relativ zur Poincaré-Gruppe
bilden die Energie 2, der Impuls # und die Heli-
zitdt h=2-.#/% eine Maximalbeobachtung. Im
Unterraum der Kleingruppe fehlt wegen Z =0 die
Vorgabe einer Richtung durch Z Darum gehort
neben # auch .# zur Maximalbeobachtung. Die
Helizitdt verliert als Komponente von .# ihre
Bedeutung.

Zum Schluf3 notieren wir die Erzeugenden der
Poincaré-Transformationen im Zustandsraum freier
Fermionen

H=[dty'ry, P=[dty'2y,

N=[dtylry, M=[diyley.  (40)

Damit ist die Dirac-Theorie fiir freie Fermionen
als Zusammenspiel von Elementarteilchen begriin-
det. Die Poincaré-Invarianz braucht wie in der
klassischen Mechanik nicht vorausgesetzt zu wer-
den. Die Homogenitit der Raum-Zeit ergibt sich
aus der Annahme, dal Wechselwirkungen nur von
benachbarten Elementarprozessen und nicht von der
Raum-Zeit ausgehen. Die Lorentz-Invarianz ist eine
Folge der Modifikation von Newtons Definition II,
die in Wahrheit ein Grundgesetz ist und die eigent-
lichen Lorentz-Transformationen liefert, sowie der
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen, welche
zur Isotropie des Raumes fithren.

5. Die Dirac-See

Die Dirac-Seevorstellung [13] gilt als veraltet.
Von Elementarprozessen in endlich dimensionalen
Zustandsraumen herkommend meinen wir, sie sei
Ausdruck einer fundamentalen Symmetrie, die man
nicht verschleiern sollte. Diracs Vorstellung ist eine
mogliche Beschreibung eines durch die Dirac-
Gleichung gegebenen Sachverhalts.

Eine Welt mit endlich vielen Elementarprozessen
zerfallt in Teilwelten mit N Fermionen. Zwischen
den Teilwelten gibt es iibrigens auch bei Wechsel-
wirkungen keine Ubergiinge. Bei Z Raumpunkten
mit vier Operatorpaaren pro Punkt hat man 4Z

47
Operatorpaare und ( N) Quantenzustinde. Die
Welt maximaler Variabilitdt enthédlt 2Z Fermionen
47 .
und (72) Quantenzustinde. Der Zustand kleinster

kinetischer Energie in dieser Teilwelt heif3t ,.Dirac-
See* und wird mit D) bezeichnet. Alles Geschehen
in der Dirac-Welt besteht in der Veranderung der
Verteilung von 2Z Fermionen. Das iibertragt sich
auch auf unendlich dimensionale Zustandsrdaume,
wenn man das Unendliche mittels der Folge von
rationalen Gittern als Werdendes versteht.

Im Sinne von Newtons Definition [8] des Begriffs
ist die Annahme der Dirac-Welt keine Hypothese,
weil sie mathematisch aus jenen Basisprinzipien
folgt, welche zur empirisch bewidhrten Dirac-
Gleichung gefiihrt haben. Doch ist es klar, daB
dann die Fermionen, welche durch ', v erzeugt
bzw. vernichtet werden, nicht mit experimentell
aufweisbaren Teilchen identifiziert werden konnen.
Sie bilden eher einen relativistisch und quanten-
physikalisch einwandfreien Ather. Wir nennen
darum die Teilchen, auf die sich w', w beziehen,
,Urfermionen™, fanden es sogar wegen der Pra-
gnanz des Ausdrucks verlockend, vom ,,Ur* statt
vom ,,Urfermion* zu sprechen, wire v. Weizsdckers
Ausdruck nicht auf eine logische Operation be-
zogen [14], mit der wir es hier nicht zu tun haben.
Wenn kein MiBverstandnis moglich ist, werden wir
kurz von Fermionen sprechen.

Der Leser verzeihe die weitschweifige Analyse bei der
Namenswahl. Seitdem Hilbert gesagt hat, statt von
Ebenen, Geraden und Punkten konne man auch von
Tischen, Stithlen und Bierseideln reden, wenn nur die
Axiome stimmen [15], eine im gemeinten Sinne unbestreit-
bare These, sind wir oft mit Namen recht leichtfertig
umgegangen. Gébe es einen rein logischen Aufbau von
Theorien, so wiare die Wahl der Namen wirklich belang-
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los. Doch ist das nach dem Godelschen Satz [16] uner-
reichbar. Daraus folgt. daB Axiome, die mehr sind als
Spielregeln oder édsthetisch befriedigende Konventionen, in
Vorstellungen wurzeln, durch die unsere Begriffe mit
unserem Tun verbunden sind, und Namen stellen diese
Verbindung her. Sie bewirken, daB wir von vorneherein
wissen, wovon wir reden. Interpretationsfragen stellen sich
nicht mehr.

Zur Bestimmung der Dirac-See ist die Impuls-

raumdarstellung von H erforderlich. Aus
H=[dty'(ioig-V+moyy
folgt nach Substitution von (21)
H=[dvo@v (permvp. @)
010 p+mo;

@ =
P) o(p)

w(p)=)p*+m?.
Danach lauten die 1-Fermionenfunktionen mit dem
Spinor u
o)=y' (pu(p) 0).
l+e¢O@p) 1+e @)
= ‘ v;

u(p) 5 =
ago(p)=ac-p/p. p=const. (42)
Gemd3 den vier Vorzeichenpaaren (& ¢')=

(++,+—.—+,——) sind das vier unabhéngige Losun-
gen, welche wegen

H(®)=cw &) (43)

paarweise zu positiver (¢=+1) bzw. zu negativer
(¢ =—1) Energie gehoren.

Anders als im manifest unendlich dimensionalen
Hilbert-Raum sind die Vektoren (42) normierbar.
Denn

(& &Y= u'y'yu 0)

=0) ul (whws+ wpwlug 0y =1
liefert
(D D) —oulu=1.
Darin ist ¢ die unendlich werdende Punktdichte in
der Folge der Impulsgitter.
In der Dirac-Welt ist jeder Punkt des Impuls-
raumes mindestens im Mittel doppelt besetzt. Man
erhilt die tiefste Energie. wenn es in jedem Punkt

zwei Fermionen negativer Energie gibt. Somit
berechnet sich die Energie der Dirac-See aus

W==25Yp+m’dv'=-2Z({w).

Darin ist (&) der Mittelwert
Iy
(oy=—[Vp*+m?>dv': t=[dr
T

und Z=07 ist gleich der Anzahl der Punkte im
Impulsraum. Dabei ist der Gesamtimpuls

P=3[pdr=0, (44)

well mit +p auch —p zum Integrationsgebiet ge-
hort. Die Dirac-See ist also ein Zustandsvektor
im Unterraum der Wignerschen Kleingruppe.

Die Berechnung des Mittelwerts (@) erfordert
eine besondere Betrachtung. Nach der Kleingruppe
muf} das Integrationsgebiet kugelsymmetrisch sein.
Doch ist das Basisgitter ein Kubus mit kubischen
Zeilen. Die Kugelsymmetrie wird ndherungsweise
hergestellt, wenn man Uber eine Kugel mit dem
Radius C integriert. Darin soll C eine unendlich
werdende Grofe sein, die unendlich klein gegen die

n . . :
Kante des Kubus — Q! ist. Damit geht man zwel

verschiedenen Gefahren aus dem Wege.

Die erste begegnet einem bereits im Kontinuum.
Das Integral fir (w) nimmt verschiedene Werte an,
je nachdem ob wir den ganzen Raum mit einer
Folge von Kugeln, von Kuben oder sonst wie
erfassen. Wegen der sphidrischen Symmetrie der
Kleingruppe kommen nur Kugeln in Frage. Die Art
des Grenziibergangs ist also physikalisch bestimmt.
Das Integral tiber eine Kugel vom Radius C ergibt

3¢
(oy=—5[Vp*+m? p*dp.
o

Mit p = Cq und m = C perhdlt man

I
(w)y=3C[Vg*+ 1> q*dq.
0

Da das verbleibende Integral endlich ist, wichst der
Mittelwert mit C iiber alle Grenzen. Das endliche
Integral ergibt
o1
-

letzteres solange m endlich und damit g unendlich
klein werdend ist. Somit ist die Energie der Dirac-
See bis auf relativ unendlich kleine Korrekturen
gleich

w=-3cz. (45)

L+ YT+
u

—l (1 +%/12)V1+/12——;;141n(
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Das Ergebnis ist anschaulich verstdndlich. Jeder der
Z Gitterpunkte liefert einen Beitrag zur Energie
oberhalb  —2)C?+ 4> ~—-2C. Daher muB
W>-2CZ. Die unendliche Obergrenze von o
schldgt durch, weil die Anzahl der Zustinde mit
dem Impuls p proportional zu p? wichst.

Die zweite Gefahr besteht darin, daB3 die kubi-
schen Gitterzellen die Kugelsymmetrie storen. Doch
ist der Fehler, der davon herrithrt, daB bei leichten
Anderungen der Ausdehnung eines Volumens
sprunghafte Anderungen stattfinden, im allgemeinen
relativ unendlich kleine. Denn bei einer Kugel vom
Radius P ist er von der relativen Grof3e

3_371. 1

, T 4n
prloQ

4np--
1/ 3

also nur merklich fiir Gebiete von der Grofle der
Gitterkonstante im Impulsraum, also fiir riumliche
Erstreckungen, die unendlich groB gegen den Welt-
radius sind.

Den Zustandsvektor der Dirac-See kann man zwar
— zumal im Gitter — explizite ausrechnen. Doch
braucht man nur seine algebraischen Eigenschaften.
Wir wissen, daf3 alle Fermionenzustinde negativer
Energie besetzt sind und keine mit positiver
Energie. Er wird also von allen Erzeugern von Ur-
fermionen negativer Energie und von allen Ver-
nichtern von solchen mit positiver Energie annuliert.
Aus (42) erhdlt man fir

als Erzeuger

W>0 W<0
1+60 1—-6
w*(zﬁ#- w*(p)%,
als Vernichter
1+0 1—0(
% w(p), —2L) w(p), (46)

letzteres weil mit ¢;==* 1 und ¢; ==+ 1 folgende
vier Antikommutatoren gelten

(1+€1 O(p))

D) )19 Wl_)(pl)ﬂ W;(pl) ( 3

l+£29(p2)) }
afy

. 1+¢,0 14+&,60
=0(P1—P2)( 812 ). F-') (Pz))
Z 2f
= {O' 1+ ®(p)
0‘(}’1—172)"—11l

2

v

fir e&s=—¢; bzw. & =¢;. Danach folgt aus der
Definition der Dirac-See
+ 1-0/p) . 1+6(p)

y'(p)——=— D)=0. ——y(p) | D)=0,

N Dy=2Z D), P DY=0, H D)= W, D) (47)

mit VI’0=—% CZ. Die Gleichungen in der ersten
Zeile entspringen der obigen Definition. Die Eigen-
werte in der zweiten miissen mit den ohne Opera-
toren berechneten Werten fiir Urfermionenzahl,
Impuls und Energie iibereinstimmen.

In herkdmmlicher Weise gelangen wir zur Uber-
setzung der Urfermionensprache in die Teilchen-
Antiteilchen (in die TA-)Sprache. Zustinde fir 7T
und A4 seien durch

D=v'(p 2y p),
1-0(-p)
-

Ay=u' y(—p) D) (48)

definiert. Wendet man die ndmlichen Operatoren
mehrfach auf | D) an, so entstehen Systeme aus
mehreren 7 und 4. Zundchst bedeuten die Glei-
chungen in (48): Erzeugung eines Urfermions mit
dem Impuls +p und der Energie +w (p) und Ver-
nichtung eines Urfermions mit dem Impuls —p und
der Energie —w (—p). Im letzten Falle fehlt in der
Dirac-See ein Urfermion negativer Energie. Es ent-
steht eine Fehlstelle, ein Loch in der See. Dieses
Loch verhdlt sich wie ein Teilchen positiver
Energie.

Genauer gesagt folgt aus den Definitionsglei-
chungen fir D) und aus den Vertauschungsrela-
tionen der Reihe nach

NI T)=Q2Z+1)|T), NA=(2Z-1)|4),

PIT=+p T, PA=+p A, (49
H Ty=(Wo+w(p) T), H Ay=(Wy+w(p) A).

In beiden Fillen ist die Einteilchenenergie w (p)
positiv. Beide Systeme haben den gleichen Impus,
weil ein fehlender Impuls —p in der See einem
Impuls +p des Loches entspricht. Teilchen und
Loch in (48) verhalten sich also wie Einteilchen-
systeme. Wir sprechen darum von Teilchen 7" und
Antiteilchen A.

Die Urfermionenzahl ist fiir die beiden Zustdnde
T)und A)um 1 groBer bzw. kleiner als 2 Z. Beide
Vektoren gehoren zu einer anderen Welt. In der
Dirac-Welt kommen 7 und 4 immer nur paarweise
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vor, gleichgiiltig wie groB der Abstand zwischen den
Partnern ist. Danach konnen beliebige Zustinde in
der Diracwelt durch

®Y=F(y',w) Dy, [N,F]=0,
N ®Y=[N,F]| D)+ FN Dy=2Z &) .(30)
dargestellt werden.

Da Hamilton-Operatoren auch im Wechselwir-
kungsfalle bei globalen Phasentransformationen
w — we'’, y=const. invariant sein miissen, bleibt
der Zerfall in Teilwelten konstanter Urfermionenzahl
bestehen. Die Beschrinkung auf die Dirac-Welt mit
2Z Urfermionen ist also auch bei Wechselwirkung
notig. Darum konnen die Zustandsvektoren in (50)
auch solche bei Wechselwirkungen sein. Zugleich
ist es moglich und nur eine Sache der Definition,
T und 4 wie im kriftefreien Fall zu definieren.

Das ist uniiblich. Man pflegt die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren bei Wechselwirkung auf
den jeweiligen, von der Wechselwirkung abhingi-
gen Grundzustand zu beziehen und so zu defi-
nieren, daB3 der Grundzustand wie die Dirac-See im
kriaftefreien Fall keine 7 und A enthdlt. Dabei
werden die Grundbegriffe von den Ergebnissen
weiterfiihrender und nur ndherungsweise durch-
fithrbarer Rechnungen abhidngig. Mir scheint, daf3
dies eine liberfliissige Komplikation ist.

Nach (50) ist es moglich, 7 und 4 bei Wechsel-
wirkung genau so zu definieren wie bei freien
Urfermionen. Natiirlich ist der Grundzustand bei
Wechselwirkung von der Dirac-See verschieden.
Daraus folgt, dal der Grundzustand aus einem
Nebel von Urfermionen iiber der See und einem
Schaum aus Lochern in der See oder — anders
gesagt — aus einem Nebel von 7 und A4 besteht. Er
kommt durch eine Polarisation der in | D) zusam-
menfallenden Urfermionenpaare zustande. Das ist
ein Bild, das der allzu frith verstorbene Killén gern
gebraucht hat.

Klarerweise sind wir damit vor die Aufgabe
gestellt, diejenigen Deformationen der Dirac-See.
welche beobachtbare Teilchen beschreiben, aus
dem Nebel herauszulosen. Das ist mindestens bei
der Berechnung von Ewartungswerten leicht mog-
lich. Aus (46) folgt namlich

1+0(p))
=

<D U/z(pl)'//;!(pl) D>:( 5(]7;—p2).
[ af

1-0(p)| .
%) 3(p1=pi) )

(D wi(p)) wy(p) D>=(
% B

und
(D () wp(p) D)=0,
(D yi(p)) wh(p) D)=0.
Beispielsweise erhdlt man die erste Gleichung in
(51) mit Riicksicht auf (46) aus
(D u'yiyle DY
' 1+201 2%

(32)

1+0,

=(D|u v|D).
(Darin stehen w,, w! fir w(p) und y'(p;)). Da
nach (46)

s 1+ 60,

1+06
(D 3 5 vut 21

vi|Dy=0

ist, kann man in der vorhergehenden Gleichung das
Produkt durch den Kommutator ersetzen. Das

ergibt 146,
(D u'y i D) =éul 5 =

v

im Einklang mit der ersten Gleichung in (51). Die
anderen ergeben sich entsprechend. Man sagt, das
Operatorprodukt verschwinde bei solchen Um-
wandlungen durch Kontraktion.

Durch Kombinationen von Kontraktionen kann
man die Erwartungswerte aller Groflen ausrechnen.
Sie werden nur dann von 0 verschieden sein, wenn
die Anzahlen der Operatoren ' und w in Aus-
driicken wie

(D u'yiyldyswiBysyée D) (53)
e |
gleich groB sind. Darin kann man beliebige Paare
w. w' durch Kontraktion eliminieren. Die in (53)
eingezeichneten Briicken liefern eine maogliche
Kette von Kontraktionen, ndmlich die der Paare 1|
mit 4, 2 mit 5 und 3 mit 6. Bei n Paaren gibt es n!
verschiedene Ketten und damit »! verschiedene
mogliche Beitrage zum Erwartungswert.
Der spezielle Beitrag der Kette in (53) lautet
1+0, 1-0, 1+06;

—(5[4(533(545 llJr ) B > 5

r. (54)

die o-Funktionen 0, = 0 (p; — py) entsprechen denen
in (51) und rihren von den Briicken in (53) her.

. . 1+6
Die Matrixfaktoren

konkret zu kontrahierenden Operatorpaar w links
oder rechts von ' steht. Bei ungerader Anzahl der
Uberschneidungen von Briicken ist das Vorzeichen

hingen davon ab. ob im



F. Bopp - Quantenphysikalischer Zustandsraum im Kontinuum 217

wie in (54) negativ, weil eine ungerade Anzahl von
Vertauschungen ohne Kontraktionen nétig ist, um
die zu kontrahierenden Operatoren aneinander her-
anzufithren. Eine Vereinfachung gegeniiber her-
kommlichen Rechnungen riihrt daher, daB
(0(p))p=o=0 im Gitter definiert ist und in der
Distributionstheorie nicht. Darum gibt es hier keine
Ausnahmestellen, die man kunstvoll umgehen muB.
Damit konnen wir zur Ausgangsfrage zuriick-
kehren, wie man die Teilchen im Nebel erkennen
kann. Unter den Beitrdgen zum Erwartungswert gibt
es solche, die mit der Entstehung des Nebels zusam-
menhdngen. Diese kann man leicht eliminieren,
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